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摘要: 　结合自己的工作,对 Gow er s-M aurey 系列成果获 Fields 奖以来的研究的新动态作一综述. 本文是
上篇, 主要讨论含遗传不可分解空间在内的 G-M 型空间的若干品种.
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夸克理论研究已经用到 36维空间结构知识, DNA 工程也呼唤空间结构工具.
泛函分析可以说是无限维空间上的分析学, 它作为“20世纪数学的最重要分支之一”(见[ 1]
p. 1457) , 在世纪之交出现了其空间研究对象的重大突破. Gowers W T . 和 M aurey B.在 T sirelson
空间构造和 Schlumprecht空间构造的基础上,综合运用组合理论、空间局部理论和代数拓扑等工具,
构造出第一例遗传不可分解的 Banach 空间,用以否定地解决无条件基序列问题. 随后, 出于不同问
题的需要各种所谓 G-M 型空间被构造出来. 而随着 G-M 型空间的问世及研究,无论从视野的开拓,
观念的更新, 到方法的借鉴,工具的创新,都正在开创着国际 Banach 空间研究的新格局.
本综述是[ 2]的续篇,结合自己的肤浅工作,对 98′ICM 上 Gow er s W T .获 Fields 奖以来G-M 系
列成果研究的新动态,作一管窥蠡测. 本综述分为上下两篇,上篇有两个部分: 关于遗传不可分解
(以下简记为 H. I. )空间. 这部分以介绍 Argyros S. A.和 Felouzis V. 在[ 3]的工作为主,突出两点:
其一, 深化 H. I. 空间在 Banach空间分类中的基本地位和重要作用; 其二, 结合回答[ 2]中提出的若
干问题, 说明 H. I. 空间可能具有的性质(共轭保持性, 凸性等)和特征. 关于 G-M 型空间的新品
种. 这部分主要以 G-M 在[ 4] , A-F 在[ 3]和 Ferenczi在[ 5]等各种构造为 Q. H. I )空间, 商不可分解
空间,遗传不可合成, 商不可合成空间, 等等. 此外,提到 Ferenczi研究遗传有限分解空间的工作,这
是 G-M 型空间研究的一种自然外延.
本文中实或复的 Banach空间都将简称为空间 X、Y、Z 等, 而子空间 X 0、Y 0、Z0等都是专指无限
维的闭子空间.
1　关于遗传不可分解空间
定义 1. 1　称空间 X 是不可分解的, 如果它不能表示为两个子空间 X 1 和 X 2的拓扑直和;称空
间 X 是遗传不可分解的,如果 X 的每个子空间都不可分解,遗传不可分解一词简记为 H. I. .
对空 H. I. 性质的特征刻画,已有不少结果. 以下命题 1. 1的众多特征描述, 按空间和算子的性
质分为两类.
命题 1. 1　空间 X 的如下各论断是彼此等价的.
a1) X 是 H. I. 的;
a2) 对于X 中任何一对满足 X 1∩ X 2 = { 0} 的子空间 X 1和 X 2 ,其和 X 1+ X 2都是非闭的;
a3) 在X 中不存在两个互相垂直的子空间X 1⊥X 2 ,这里 X 1⊥X 2表示 X 1∩X 2= { 0} , X 1+ X 2闭;
a4) X 中任意两个子空间 X 1和 X 2 ,对任一 > 0,都存在 x 1∈X 1和 x 2∈X 2, ‖x 1‖= ‖x 2‖= 1,
‖x 1- x 2‖< ;
a5) X 的每一个子空间都是拟极大的,子空间拟极大的概念见[ 5] ;
a6) X 有一个拟极大的 H. I. 子空间;
a7 ) X 是全然无穷粘滞的,即对每一个可分的子空间 E ,均有 E 的有界赋范集 F, 使得 dimX / ( E
+ F⊥ ) < ∞. 这里 E 的有界赋范集 F 是指 F X
*
, F 有界且存在 c> 0, 使得任一 x∈E, F( x )≡sup
〈F , x〉≥c‖x‖,而 F⊥表示 F 的下零化子;
b1) 对 X 的任一子空间 X 0 ,由 X 0到 X 的连续线性算子全体构成的 Banach 空间 B ( X 0 , X ) = { I
+ S } .其中  是(实或复)数, I 是恒同算子, S 是某个严格奇异算了. 这一特征性质肯定地回答了[ 2]
的问题 8中关于 H . I . 的部分;
b2 ) 对 X 的任一子空间 X 0, B ( X 0 , X ) = {T + F∶T 为同胚映射, F 为有限秩算子}∪{S∶S∈
S ( X 0, X ) } ,其中 S ( X 0 , X )表示 B ( X 0 , X )中严格奇异算子集;
b3 ) 对每一子空间 X 0 , B ( X 0 , X ) = ! + ( X 0, X )∪S ( X 0, X ) , 其中 ! + ( X 0, X )表示 B ( X 0, X )中的
左半Fredholm e算子集;
b4) 对每一子空间 X 0和任一空间 Y , B( X 0, Y ) = ! + ( X 0 , Y )∪S ( X 0, Y ) ;
b5) 对每一子空间 Y 和任一T∈B ( X , Y ) ,只要T 在 X 的某一子空间 X 0 上的限制 T X0∈S ( X 0,
Y ) , 则T∈S( X , Y ) .
证　关于用空间性质的特征刻画 a1—a7 ,见[ 3]、[ 5]和[ 6]等. 关于用算子构成性质的特征刻画
b1—b5 , 见[ 2]和[ 7]等.
至于H . I . 空间的所具有的更多性质(未必是特征性质) ,还在继续探讨中, 其中最令人感兴趣的
是“没有无条件基序列”和“B ( X ) = {  I+ S}”两项,都已经知道并非 H . I . 的特征, 前者已为[ 2]所论





F , 它有算子构成性质 B ( X F ) = { I+ S } ,但它不是 H . I . 空间.
命题1. 2中所述的 H . I . 空间 X F 的构造方法非常典型而有趣:先依G-M 构造方法,产生两个自
反的H . I . 空间 X 1和 X 2, 它们具有等距同构的子空间 Z i X i ( i= 1, 2) , Z1≈Z2; 但它们的共轭空间
X
*
1 和 X *2 不可比(即没有同构子空间) ;商空间 X 1 / Z1和 X 2 / Z2也不可比. 然后令 X F= ( X 1 X 2) /
{ ( z , - z )∶z∈Z} . 这是目前首例满足 X F∈H . I . .而 X
*
F ! H . I .的空间. 很多问题可以它为例得以
说明.




　存在一个一致凸的 H . I . 空间.
除了 Fer enczi在[ 5]和[ 8]的精彩实例外,最近问世的 H . I . 空间的更多实例可见诸于[ 3] , [ 9—
11]等. 综观 H . I . 空间的现有各个实例, 包括 G-M 在内,都是继承和发展 Tsir elson 构造 T sirelson
空间时所用的饱和范数的递归定义, 都是继承和发展了 M aurey-Rosenthal的弱零序列没有无条件基
子序列的构思方法. 另外,实现从 T sirelson空间到 H . I . 空间的跨跃, Schelumprecht空间的构造方
法起到了重要的桥梁作用, 在[ 9]中分析了 Schelumpr echt 空间与 Tsirelson 空间的本质区别.
值得注意的是, Arg yros 和 Felouzis新近构造H . I . 空间的新方法——插值空间方法.
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设( X n, ‖·‖n) n∈N是一列 Banach 空间, ∀ = ∏
∞
n= 1
X n 是其 Cartesian积,在 ∀ 中有一个产生序列
( X n,‖·‖n) n∈N的d-积空间( X~ , ‖·‖)的一般性方法(见[ 3]的定义2. 1) , 其中最常用的一例是:取







= ( x n) n∈N ∈ ∀∶ ∑
∞
1
‖x n‖e n A < ∞ ,




特别地, 当取定一个空间 X 及其一列等价范数‖·‖n 后, 在按上述方法产生空间序列 ( X ,
‖·‖n ) n∈N的 d-积空间( X~ , ‖·‖)后,就可定义一个 X~ 的对角子空间△X~ ,由 X~ 中形如 x~= ( x , x ,
x ,⋯)的元素组成,对角空间△X~ 就是一个 X~ 的插值空间.
A -F 的成果首先表现在对于研究 Pisier 问题的新贡献. 早在 80年代, P isier 就提出,是否存在一
个空间X ,其上算子构成 B( X ) = { I+ K∶ 是数, K 是一个紧算子} ?在 90年代的连续 3届 ICM 上,
都有过这方面的研究报告. 其中以 Gow ers 的 94′ICM 报告最吸引人, 它说明对于每个 H . I . 空间
X , 都有 B ( X ) = { I+ S∶S 是一个严格奇异算子} ,由于严格奇异算子理想包含了紧算子理想, Gow -
er s在H . I . 空间上获得的这一结果被认为是对Pisier 问题的最佳逼近回答. 从此,问题聚焦于:能否
证明对于每个H . I . 空间X ,严格奇异算子理想 S( X )与紧算子理想K ( X )重合呢? A-F 作出了否定,
如下结果实际上同时否定了[ 2]和问题 3.
命题 1. 4　存在一个 H . I . 空间 X (即[ 3]的定理 8. 7证明中所取插值对角空间△X~ GM , 它有性
质:
a ) 存在“非常多个”算子 T∈S ( X ) \ K ( X ) , 即对每个空间 X 0 X , 都相应有一个 T ∈S ( X ) \
K ( X ) ,且算子值域 R( T ) X 0 ;
b) B ( X )≠{ I+ K∶K∈K ( X ) } .
现在, 我们通过 A-F 的新成果,来加深认识 H. I.空间在 Banach 空间分类中的基本地位和重要
作用.
我们已经知道, Gow er s建立了如下二分枝原理.
命题1. 5
[ 12]
　每个空间 X 或者含有一个子空间是 H . I . 的,或者含有一个子空间 X 0 , X 0有无条
件基.
各种分枝原理都是空间理论的重要工具,在[ 2]中说明了 Gow ers 应用其建立的二分枝原理,一
举肯定地解决了齐性空间问题: 如果一个空间X 的每个子空间都与其自身同构,则X 本身(在相差一
个同构下)就是可分的 Hilber t空间 l2 . T-J 还用这个分枝原理解决了 H . I . 空间畸变( disto rt ion也
称扭曲)问题(即[ 2]中的问题 14) .
命题 1. 6[ 13]　每个 H . I . 空间都是可任意畸变的, 其中空间扭曲,任意扭曲的概念, 可见于[ 2]的
定义 3.
众所周知, 称空间 X 0是 H . I . 空间的商,就是指存在一个 H . I . 空间 Y , 以及由 Y 到 X 0上的满




　每个空间 X 或者含有一个子空间与 l 1同构, 或者含有一个子空间 X 0, X 0是 H . I .
空间的商.
让我们说明, A-F 的新二分枝原理的重要意义至少表现在如下几个方面:
其一, 此前, Gow ers 的新二分枝原理,只是向人们展示 H . I . 空间是作为有无条件基的空间类
(尤其可分 Hilbert空间)极端对立面而存在的一个空间类, 加上其构造极为复杂, 容易造成 H . I . 空
间病态、人造、怪异的错觉. 那么现在, A -F 的新二分枝原理却向人们表明, 就相差一个商的形态而
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言, H . I . 空间类是普遍存在,随处可见的. 我们最熟悉的经典序列空间 c0 , l p ( 1< p< ∞)和经典函数
空间 L p [ a, b] ( 1< p < ∞) , 原来都可表为 H . I . 空间的商. 让我们以 X = lp ( 1< p < ∞)为例简单说
明:由于 p≠1, X 不含 l1ocopy , 于是按 A -F 新分枝原理,存在一个 H . I . 空间 Y 和 X 的一个子空间
X 0 ,使得Y / Z≈X 0 (其中子空间 Z Y ) . 但是另一方面, 由于 X = l p 有特殊次投影性质 (见[ 14]中
§3. 18的定理 2或[ 15] ) ,则 Y / Z≈X 0中又应有一个子空间 X 1 X 0 , X 1≈X ,于是就表现为存在 Y
的子空间Y 0 Y , 使得 Y 0 / Z≈X 1≈X ,注意到 Y 是 H . I . 的,故其子空间 Y 0也是 H . I . 的. 那么 X≈
Y 0/ Z 就说明 X 是(同构于) . H . I . 空间的商. 这一奇妙现象堪称数学美学一景观: 一方面, 各经典
Banach 空间与 H . I . 空间如此格格不入, 截然对立;另一方面, 通过 H . I . 空间商的形式,经典 Ba-
nach空间却与 H . I . 空间类如此融洽、沟通. 亦可得自然辩证法、对立统一规律的一大写实.
其二, 容易证明: l 1不可能作为一个 H . I . 空间的商, 事实上,如果存在 H . I . 空间 Y , 其商空间
Y / Z≈l 1, 则由[ 14]的§3. 20定理 2, Y 含有一个同构于 l1的可补子空间,与 Y 是 H . I . 空间矛盾. 那
么, A -F 的新分枝原理,在一定意义上,可以说明可分空间普遍可成为 H . I . 空间的商, 唯 l1 是仅有
的例外.
其三, 从 A -F 新分枝原理, 可以对一个原本视为棘手的问题: H . I . 空间的共轭空间还是 H . I .
空间吗?变得十分容易否定回答了:任取X = lp 或 Lp [ a, b] ( 1< p< ∞) . 由上述, X 可表为某H . I . 空
间 Y 的商 Y / Z≈X ,就是说,存在一个满射算子 T∶Y→X ,使得 Y / Ker( T )≈X ,于是, T * ∶X * →Y *
就是一个内射算子. 现在 H . I . 空间Y 的共轭空间 Y * 就不是 H . I . 空间了:它包含显然可分解的子
空间X
*






= 1 的 copy.
命题 1. 8[ 3]　设 T∈B ( X , Y ) ,如果X 的单位球 BX 在 T 的作用下( B X )是一个 a-细集,则 T 可通
过 H . I . 空间分解.
推论 1. 1
[ 3]
　每个算子 T∈B( l p , lq ) , 1≤p≠q≤∞,都可以通过 H . I . 空间分解.
推论 1. 2
[ 5]
　每个严格奇异算子 T∈S( l p ) , 1≤p≤∞, 都可以通过 H . I . 空间分解.
我们以程和钟的最近的有关结果结束本节.
命题 1. 9　a) [ 2]中的问题 16的回答是否定的,即不存在一个自反不可分的 H . I . 空间;
b) 对[ 2]中所提问题 15:“是否存在不可分的 H . I . 空间?”, 指出了 3个必要条件,即如果 X 是
一个不可分的H . I . 空间,则 X 等距同构于 l
∞
的一个闭子空间, X 可严格凸化而 X
* *
不可严格凸化,





命题 1. 10　非可分 Banach 空间的齐性问题(见[ 2]的问题 18)的回答是肯定的, 即如果空间 X
的每个可分闭子空间都是同构的,则 X 必同构于一个Hilbert空间.
2　关于 G-M 型空间的新品种
G-M 型空间只是一种泛称. 一般是把遵循 Gow o rs 和 M aurey 所开创的, 改造 T sirelson 和
Schlumplecht 构造手法产生的空间或其共轭空间笼统地称为 G-M 型空间. 我们早在[ 2]中已经注意
到 H. I. 空间虽然是 G-M 型空间中最基本、最重要品种,但决非唯一品种,事实上, Gow rs 本人就是
充分发挥G-M 构造的灵活、多变、多功能性到尽致的巨匠,他所构造出的作为超平面问题反例的一个
G-M 型空间甚至是有无条件基的(见[ 16]或[ 2]中表 2的第 3例) ,而他所构造的 S-B 问题反例空间
(见[ 17]或[ 2]中§6的例 4)也不是 H. I. 的.
根据现有 G-M 型空间的诸多实例, [ 5]和[ 18]都讨论了 G-M 型空间的几个新品种, 但他们的出
发点不同: [ 5]是在 H . I. 空间中分出了一个子类——商遗传不可分解空间. [ 18]是注意到有一种与
空间的分解性质具有某种共轭对称关系者——空间的合成性质. 最近,我们沿着[ 5]和[ 18]开始的两
个方向,进行了更为深入的分析的综合,得出了更多 G-M 型空间的新品种.
首先让我们列举出四种具有某种不可分解性质的 G-M 型空间. 并举实例说明它们确实是各有
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独立意义的空间品种.
定义 2. 1　同定义 1. 1,把不可分解空间集简记为 I. 空间.
例 2. 1　按定义显然 I . ∀ H . I . , 另外,取[ 5]中构造的自反H . I . 空间 X F 的共轭空间, X= X *F ,
则可证明X∈I . \ H . I . , 从而肯定地回答了[ 2]中的问题 4. 事实上, [ 5]中已说明, X ! H . I . , 只需
再证 X 是不可分解的. 若不然,存在分解 X = X
*
F = X 1# X 2 ,则 X * = X * *F = X F= X *2 # X *1 ,此与 X F
∈H . I .更为 X F∈I .矛盾.
定义2. 2
[ 5]
　空间 X 称为是商遗传不可分解的,如果X 的每一个QS-空间都是不可分解的,其中
X 的 QS -空间形如 Y / Z, Z Y X , dim ( Y / Z) = ∞. 商遗传不可分解空间类简记为 Q. H . I .
由定显然 Q . H . I . H . I . .有趣的是 Q. H . I .空间有如下所谓逆向对偶性.
定理 2. 1[ 5]　如果 X * ∈Q . H . I . ,则 X∈Q . H . I . .
例 2. 2　Ferenczi不仅在[ 5]证明了命题 2. 1,指出第一例 G-M 型 H . I . 空间 X G ( X
*
G )实际上也
是 Q . H . I . 空间, 而且如在命题 1. 2及其后所述,他还构造了一个自反的空间 X F∈H . I . , 但 X
*
F !
H . I . , 于是由命题 2. 1, X F 就是 X∈H . I . \ Q . H . I .的第一例.
定义 2. 3　空间 X 称为是商不可分解的,如果 X 的每个(无限维的)商空间都不能分解. 商不可
分解的空间类简记为 Q . I . .
命题 2. 2　H . I . 空间与 Q. I . 空间有所谓的逆向对偶性,即
a) 如果 X * ∈H . I . ,则 X∈Q. I .
b) 如果 X
*
∈Q . I . ,则 X∈H . I .
证　a) 如果 X ! Q . I . ,由定义 2. 3,存在 Y X ,以及空间分解 X / Y= M# N ,于是由 Dieudonne
原理,在 X *中 Y°≈( X / Y ) * = M* # N * ,即 X * ! H . I . .
b) 如果 X
* ! H . I . , 由定义就存在 X∀ X 0= M# N ,于是又由 Dieudonne 原理, X * / X 00≈X *0 =
M
* # N * ,因而 X * ! Q. I . ,证毕.
例 2. 3　为举例说明 Q. I . 空间的相对独立性,我们再次用前面提到的自反空间 X F∈H . I . ,从
而与命题 2. 2, X
*
F∈Q. I . ;另外在例 2. 2中已提到 X
*
F ! H . I . ,更有X *F ! Q. H . I . ,这已说明Q . I .与
Q . H . I .和 H . I .是不同品种.
与空间分解性质有某种对偶的, 是空间合成性质.
定义 2. 4[ 18]　设 X 1 和 X 2是空间 X 的两个子空间,各有无限亏维: dim( X / X 1) = dim ( X / X 2 ) =
∞,如果X 1+ X 2= X ,就称X 1和X 2合成了X ,简记为 X 1∨X 2= X . 如果不存在这样两个子空间合成
X , 就称 X 是不可合成的,简记为 X∈I C.
注意到早在 70年代(例如见[ 19]和[ 20] )实际上就提到过是否每个 Banach 空间都可合成的问
题,只不过未正式使用合成概念. 钟怀杰在 G-M 的首例 H. I. 空间问世后,受到启发, 在[ 18]和[ 21]









引理 2. 2[ 21]　空间 X 的两个子空间 X 1∨X 2= X 的充分必要条件是在X
*中 X°1⊥X°2.
现在我们可以与定义 2. 1—定义 2. 3平行地引入若干种与合成性质有关的 G-M 型空间并给出
实例了.
定义 2. 5　空间 X 称为是商不可合成的, 简记为 Q . IC. , 如果 X 的每个(无限维的)商空间都是
不可合成的.
一个容易验证的事实: 定义 2. 4中空间不可合成( IC)与定义 2. 5中空间商不可合成( Q. IC)是等
价概念. 这与 I .≠H . I . (如上面例 2. 1的说明)的情况不同. 尽管已知 I C= Q. IC. (这就否定地回答
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了[ 2]的问题 5) , 为了今后方便于形式上的对偶比照 I C→I . 和 Q. IC∃H. I. ,我们仍乐于同时使用 IC
和 Q. IC. 等记号.
命题 2. 3　空间的 H. I. 与 Q. IC 性质有所谓的逆向对偶性,即:
a) 如果 X
*
∈H . I . ,则 X∈Q. IC.
b) 如果 X * ∈Q. IC. ,则 x∈H . I .
证　a) 如果 X ! Q. IC,就应有 M∨N = X / X 0, 由引理 2. 2, 在X°0≈( X / X 0 ) * 中 M°⊥N°,注意到
X°0, M°和 N°都是 X
*
的(无限维)子空间,这表明 X
* ! H . I . .
b) 如果 X ! H . I . , 则 X 中存在 M⊥N ,由引理 2. 1, M°∨N°= X * ,则 X * ! Q. IC.
例 2. 4　由于已知 G-M 所造首例 H . I . 空间 X G 及其共轭都是自反的 Q. H . I . 空间(见例 2. 2
所述) . 因此由命题2. 3, X G 和 X
*
G 就应是 Q. I C 空间的首例. 还应进一步说明Q. IC . 空间与H . I . 空
间是互不包含的两个品种. 取前面提过的自反空间 X F∈H . I . 和 X
*
F ! H . I . ,由命题 2. 3立即有 X F
∈H . I . / Q. IC,而 X *F∈Q/ IC. \ H . I .
定义 2. 6　空间 X 称为商遗传不可合成的,如果 X 的每个(无限维)商空间是遗传不可合成的,
或者等价地, 比照定义 2. 2,如果 X 的每个 QS -商空间是不可合成的. 商遗传不可合成的空间类简记
为 Q . H . I C.
定义 2. 7　空间 X 称为是遗传不可合成的,如果 X 的每个子空间都不可合成,遗传不可合成的
空间类简记为 H . I C .
容易验证实际上 Q . H . I C= H . I C, 我们有时乐于采用两种记号, 显然形式上更便于对偶比照
Q . H . I C∃Q . H . I .和 H . I C∃Q. I .
命题 2. 4　空间的 Q. H . I C .与 Q. H . I . 性质有逆向对偶性, 即:
a) 如果 X
* ∈Q . H . I . , 则 X∈Q . H . I C.
b) 如果 X
* ∈Q . H . I C. ,则 X∈Q . H . I .
证　与上述命题 2. 3等的证明类似,从略.
推论 2. 1　如果 X
* ∈Q . H . I C ( = H . I C) , 则 X∈Q . I . 应指出推论 2. 1是不可逆的. 例如,在例
1. 3中已说明自反空间 X
*
F ∈Q . I . , 而 X
*
F ! Q. H . I . ,那么由命题 2. 4, X F= X * *F ! Q. H . I C. 同理可
知,在推论 2. 1中 Q . H . I C 与 Q. I . 的位置是不可掉换的.
有趣的是,与命题 2. 1相似,有如下
命题 2. 5　Q. H . I C 空间,自身有逆向对偶性, 即如果 X
*∈Q. H . I C ,则 X∈Q. H . I C .
证　如果 X ! Q . H . I C. , 就存在 X 的一个 QS -空间 Z/ Y ,其中子空间 Y Z X , 且 dim( Z/ Y ) =
∞, Z/ Y 是可以合成的, 即有( M / Y )∨( N / Y ) = Z/ Y .现在,按引理 2. 2, 在共轭空间( Z/ Y )
*
≈Y°/ Z°
中( M / Y )°⊥( N / Y )°,其中Z° Y° X
*
,当令 W≡( M / Y )°+ ( N / Y )° Y°/ Z°, W 作为X
*
的一个 QS -
空间 Y°/ Z°的子空间, 也视为 X
*
的一个 QS -空间,它是可以合成的: ( M / Y )°∨( N / Y )°= W ,此有 X
*
∈Q . H . I C 矛盾,证毕.
推论 2. 2　如果 X * Q . H . I C. ,则 X∈Q . I C.
应指出推论 2. 2是不可逆的:由于 X F 是自反的 H . I . 空间, 那么按命题 2. 1, X
*
F 是 Q. I C 空间,
但在推论 2. 1之后的说明中我们已指出过 X F= X
* *
F 不是 Q . H . I C 空间.
综合命题 2. 3, 命题 2. 4和命题 2. 5,可有如下:
推论 2. 3　对于自反的空间 X ,如下各陈述是两两等价的:
a) X∈Q . H . I . ;
b) X
*
∈Q . H . I . ;
c) X∈Q . H . I C. ;
d) X
* ∈Q . H . I C. ;
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例 2. 5　从自反的 Q . H . I . 空间 X G ( X
*
G )出发, 由推论 2. 3 立即得出空间 Q . H . I C 的实例
X
*
G ( X G ) .
例 2. 6　从定义可直接知道 Q. H . I C ,空间是 Q . I C. 空间,但已有帝例说明两种空间不重合: X
*
F
是 Q . I C 空间(见例 2. 4) , 但X
*
F 不是 Q . H . I C 空间(由例 2. 2和推论 2. 3) .
例 2. 7　易知 X F∈H . I . / Q . H . I C.
例 2. 8　易知 X
*
F ∈Q . I . / Q . H . I C.
以上是按照“有某种分解性质”和“有某种合成性质”的两种分类法, 讨论 G-M 型空间空间的若干
品种,这里“逆向对偶性”的思想起着基本作用. 为此还需作如下评注.
评注 1　除了空间的 Q . H . I .性质(见命题 2. 1)和 Q. H . I C 性质(见命题 2. 5) , 它们各自有自身
的逆向对偶性外, 应该明确指出:
a) H . I .性质自身无逆向对偶性. 例如( X *F ) * = X F∈H . I .但 X *F ! H . I .
b) Q . I .性质自身无逆向对偶性. 例如 X *F∈Q . I . 但X F! Q. I .
c) Q . I C. 性质自身无逆向对偶性. 例如, X
*
F∈Q . I C. ,但 X F ! Q . I C.
评注 2　以上我们按照“有无某种分解性质”讨论了 G-M 型空间的若干品种: I . 空间, H . I . 空
间,Q . H . I . 空间和 Q . I . 空间; 又按照“有无某种合成性质”讨论了 G-M 型空间的若干品种:
I C. ( = Q . I C. )空间, H . I C. ( = Q. H . I C. )空间,并分别举出各自存在的实例,也讨论了其相对于其它
品种的独立性. 但是,还有如下一些有待进一步甄别的情况:
问题 a　空间的 Q. IC . 性质与 Q . I . 性质关系如何? 具体地, X∈Q. IC ( Q . I . )是否蕴涵 X∈
Q . I . ( Q . I C) ?
问题b　空间的Q . I C. 性质与Q . H . I . 性质关系如何?
问题 c　空间的 H . I .性质与Q . H . I C. 性质关系方面, 我们已有 X F∈H . I .但 X F ! Q. H . IC . , 但
是否有空间 X∈Q. H . IC ,而 X ! H . I .呢?
问题 d　空间的 Q . I . 性质与 Q . H . I C 性质的关系方面,我们已有 X
*
F ∈Q . I . \ Q . H . I C, 但是否
有某空间X∈Q . H . I C\ Q. I .呢?




　空间 X 称为是遗传有限分解的, 如果其中可能表示成直和的(无限维)子空间的个
数是有限的. 当直和子空间的最大个数为 n时,就称 X 是 H Dn空间. 特别地, H D 1空间就是 H . I .
空间.
[ 22]说明了 HD n空间的如下一种最自然的生成方法.
命题 2. 6
[ 22]
　设 X 是 H Dm空间, Y 是 H D n空间,则 X×Y 是 H . Dm+ n空间. 特别地,两个 H . I .
空间的乘积空间是 H D 2空间.
就 Fer enczi在[ 22]的工作而言,其引入 H D n空间概念, 还只是得到类似于 H . I . 空间上算子构
成的结果. (这方面成果的评述本文将移入续篇) . 我们认为, 把H D n空间作为 G-M 型空间的一个新
品种来对待, 其研讨价值还应进一步挖掘, 仅以如下两个命题为例明示之.
首先, 注意到最近[ 23]作为对 Banach 空间理论中涉及面极其广泛的三空间问题作全面探讨,总
结的专著,还认为空间遗传不可分解性质的三空间问题是 Open 的(见[ 23]的§2. 8或汇总表p. 235) .
其中所谓 H . I . 性质的三空间问题就是:若子空间 X 1和商空间 X / X 1都有 H . I . 性质,问 X 是否有
H . I . 性质?
命题 2. 7　遗传不可分解性质不是三空间性质,也就是说, 遗传不可分解性质的三空间问题的答
案为否.
事实上,任取两个 H . I . 空间 X 1和 X 2, 则 X= X 1×X 2显然是 HD 2 空间,故 X ! H . I .但 X 1与
X / X 1≈X 2都是 H . I .的.
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定义 2. 8[ 24]　Banach 空间类 B称为是一个空间理想, 如果 B中的元素满足如下四个条件:
a) 有限维空间F B;




命题 2. 8　设 #≡{ x :对某个非负整数 n, X ∈ H D n} ≡∪
∞
n= D
H D n, 这里 H D 0表示有限维空间类,
那么 # 是一个空间理想.




这里一个空间理想 # 称为三空间理想是指:当 Y X ,且 Y∈#, X / Y∈# 时, 必有 X∈# .
问题b　由遗传有限分解空间理想 # 诱导出的算子理想 Op ( # )是什么,有什么特征性质?
问题 c　与遗传有限分解性质对偶的相应性质是什么?
作为本节的结束语,我们要强调 G-M 构造方法是极为多功能性的,上述的 G-M 空间品种讨论只
是已有实例中的一部分(何况还在诞生着更多 G-M 型空间实例) ,而且其覆盖面也是极为有限的. 最
典型的一例是 Gow ers在[ 16]中构造的那个用以否定超平面问题的空间,它甚且有无条件基,那么这
一 G-M 型空间就有足够多的分解性质和合成性质,也不是 H D n空间;更绝的是 G-M 两个联手在[ 4]
所建立的构造方法,尽管这种有展形算子的适当集, 按算子代数生成视角, 从基本定理(见[ 2]的§6
评述)生成的一类空间,都有一个共同特点, 那就是由此而生的每一个空是都没有无条件基序列. 但
是此类空间中也有一个用以否定 S-B 问题的反例空是 X GM , 它的最重要性质是 X GM≈X
3
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